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关于 L C S 中一个模型的某些结果 `
杨书郎
(厦 门大学系 统科学系 , 厦 门 3 6 1。。 5 )
摘要 研究局部凸空间 ( L C S) 中一个模型解的有关间题 ; 且应用所得的某些理论结果 , 研究
微分方程组的周期解间题 .
关键词 L C S ,模型解 ,周期解问题 .
1 引 言
局部凸空间 ( L C S ) 中的如下模型
f ( u
, u
) 任 习 ( 1 )
的解的有关问题与改进的研究 , 在理论上和应用上都有意义 , 也已有不少的研究 , 如 [ 3 , 4 ,
6
,
7〕等 . 本文进一步发展上述一些工作 , 考虑如下具有更广应用范围的模型
f ( u
, u ) 门 F ( u ) 井 必 ( 2 )
这里 , f : C 丫 C : 一 2 2 、 F : C一 2“ , C 、 C :仁 X , 又 X 与 Z 都是局部凸空间 .
本文利用 〔5 , 7 ]等的有关结果 , 在一定的边界条件支持下 , 建立有关上述模型 ( 2) 解的
一些结果 ;并且 , 作为所得理论结果的一个应用 , 文中还研究了一类微分方程组的周期解
的问题 .
文中使用 的一些符号 , 意 义如下 : X 、 Z : = 局 凸 部空 间 ; C 、 C , : ~ X 中的闭凸集 ;
vc (A )
、
B (A )
、
K A( )
、
K
。
(A )
:
A 的不空的闭凸 、 有界 、 紧 、 紧凸子集组 ;亡。 : 一 c 相对于 。
的径向收缩 、 亡: ~ 亡, ;边界条件 ( L 、 S ;脱 , a) : = 见定义 3( 也见〔7」) ; I : ~ [。 , 1 ] .
2 模型的解
先 回顾某些概念 , 本文后面将用到它们 :
定义 1 ( 〔2〕) . 设 Y 、 W 均为 H ua s d or f 拓扑空 间 , 又设 T : Y一 Zw .
I
O
T 叫做上半连续 u( 、 : 、 。 )的如果 , 对于任意的 x 任 Y 与 T ( x )的邻域 U , 恒有 x 的
邻域 V 使得 T ( x ` )二U ( xl 任V ) .
Zo T 叫做闭的如果 , T 的图是闭的 .
定义 2( 仁5 ] ) 设 a 任群 . 如下的映象 亡。 : x , X 叫做 C 相对于 a 的径向收缩 :
C
。
( x )
:
=
( x 任 C )
七 + ( 1一 劝 a ( x 任 X C\ ) (
3 )
, 1 9 9 2 年 7 月 12 日收到原稿 , 1 9 9 3 年 3 日 二 日收到修改稿 .
N
o
.
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这里 , 几: ~ P (x 一 a) 一 、 p 为 c 一 a 的 M ni ko w ks i 泛涵 . 约定当 a = 夕时 , 则简记 亡: 二岛 .
定义 3 (仁7习) 设 a 任OC . 模型 (2 )叫做在边界 苏 满足关于 a 的 L er ya 一Sc h ua de r 条件
(简称为满足边界条件 ( L 、 S ;苏 , a) )如果 , 对于任意的 u 任扩 与 。 > 1 , 若 。 , 二 a 一二 u( 一
a ) e C
I , 则必 f ( u , 。 ) 自F ( u ) = 必 .
说明 1 10 据定义易证 , )i 点闭的 u . : . ` 映象必是闭的 ; )i 点紧的 u . : . : 映象必映相
对紧集为相对紧集 .
2
’ 据 [ 5 ] , 相对径向收缩具有一些很好的性质 : 如 )i 么 是连续的 1 一集压缩映象 ; )i
对于任意的 A 任 B ( X ) , 恒有 亡。 ( A ) 任 B (x ) ; i )对于任意的 x 任X C\ , 恒有 几任 ( 。 . 1) 使 己
( x ) ~ 七十 ( 1一 只) a 任盯 .
引理 1 设 1 ) f : C 只 C l一K t . ( Z )是个 u . : . ` 映象 ; 2 ) f ( u , v )关于 v 是仿射的 , 即
f ( u
, 几v : + ( 1 一 又) v : ) = 几f ( u , v l ) 十 ( 1 一 又) f ( u , v : )
( u 任 C , v , 、 v : 任 C , , 又任 I ) ( 4 )
3 ) F
:
C一Cv ( Z )是个闭映象 ; 4) 对于任意的 u 任 C , 恒有 v 任 C l 使得
f ( u
, : , ) 自 F ( u ) 井 必 ( 5 )
则 , 定义如下的映象 T : : C一 2cl 是个点闭凸的集值闭映象 :
T
l
(
u
)
:
= { v 任 C : ; ( u , v ) 便 ( 5 ) 满足 } ( u 任 C ) ( 6 )
证 o1 任取 u e C , 据引理条件 4) 得 , T , (u) 井 曰 . 现证 T , ( u) 是凸集 . 考虑任意的 v : 、
v : 任 T , ( u ) 与 只任 I , 记 v : = 久v : + ( 1 一 又) v 2 . 又取 w ` 任 f ( u , v ` ) 门 F ( u ) ( i ~ 1 , 2 ) . 易
见 v 任 C l , 又 由 ( 4 ) 可得 :灿 , + ( 1 一 又) w : 任 f ( u , v ) 自 F ( u ) , 可见 v 任 T : ( u ) .
2o 现证 T l 是闭映象 . 首先由前面说明 1 , f 是个闭映象 , 且映相对紧集为相对紧集 .
现设 u{ · }· : : 二 C 使 u 。寸“ , 又设 va 任界 u( · ) (a 任L )使 仇寸” · 现对任意的 “ 任 L, 取 cz
任 f ( u 。 , v 。 ) 自F ( u 。 ) . 易见 ( u 。 , v 。 )一 ( u , v ) 任 C 又 C , , 故 f ( { ( u 。 , v 。 ) } )相对紧 , 所以 {: 。 }含收
L
敛的有向子列 才 ;一 2 . 现 由 f 与 F 的闭性便得 z 任 f u( , v) 自F ( u) . 则得 v 任 T : ( u) . 可见 ,二,
T
l 是闭映象 , 易见 , T : 也是点闭的 . 引理证毕二定理 1 设 1 ) a 任 C o , C , 是紧的 ; 2 ) f : C X C I一K : , ( Z )是个 u . 5 . : 映象 , 且 f ( u , v )关于 v 是仿射的 ; 3) F : C ~ vc ( Z )是个闭映象 , 且对于任意的 u 任 C , 恒有 v 任 C : 使 ( 5) 满足 ;4 )模型 ( 2 )满足边界条件 ( L 、 S ;犯 , a ) .则 , 模型 ( 2 )有解 , 即有 u 任 C 门C , 使得 f ( u , u ) 门F ( u )井必 .证 1) 先考虑 a 二 8 的情形 . 这时 :1 。 构造映象 T : : C一 x2 如 (6 )所示 . 据引理 1 得 , T , 是个点闭凸的闭映象 , 下面证明 , T 〕 在 C 中有不动点 . 不妨设 T 。 在边界 刃上无不动点 , 即设x 百 T : ( x ) ( x 任 劣 ) ( 7 )现在 : )i 构造映象 T 。 : C一 2c 与 T : C 又 I~ x2 如下 :T 。 ( x ) : = {8 } ( x 任 C ) ( 8 )T ( z , t ) : = t T : ( x ) ( x 任 C , t 任 I ) ( 9 )显见 T 、 ( x ) = T ( x , i ) ( x 任C ; i= 0 , 1 ) . 现证 :
x 百 T ( x , t ) ( x 任 刃 , t 任 I ) ( 1 0 )
其实 , 若有 x 。任 r 与 t。 任 I 使得 x 。任 T ( x 。 , t。 ) , 则取 y 。任 T 、 x( 。 )使得 x 。一 ot y 。 . 考虑如下三
情况 :
( i ) 若 t。 = 0 , 则 x 。 = 8 , 这矛盾于 8任C 。 ;
( i ) 若 t。二 1 , 则 x 。任 T . x( 。 ) ,这矛盾于 ( 7 )
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二。 。 , 、 一 , _ . 、 ~ * 1 , . , _ _ , , ~ 一 。 一 ~(`i ’ 故必定 九任 (。 , ` ’ · 现令 m : 一艺, 则 切 ) 1 且 m , r 一 y( 任了 咬x 。 , · 于是 m x 。 任 C
且 f x( 。 , m x 。 ) 门F ( x 。 )共② , 但这却与定理条件 ( 4) 矛盾 .
)i 故考虑映象 T , ( x) : ~ U T x( , t )仕 任 C ) . 由于集 C 紧 , 故 由 (6 ) 可见 ,界 `己 任
t〔 少
K ( X )
. 当然 T , 在 C 上广义有界 .
2
0 据 〔5〕得 , 有 u 任 C 使得 u 任 T ! ( u ) . 由 ( 6 )得 . u 任 C 门 C 使得 f ( u , u ) 门 尸 ( u ) 举
必 . 即 u 是模型 (2 )的一个解 .
2) 再考虑 a 并 8 的情形 . 这时 , 利用平移的方法 , 根据上述证明“ 一 ” 所得结果 , 也可证
得 :模型 ( 2) 有解 . 定理证毕 .
推论 1 设 )i 口祥曰 、 C 。 紧且 C , C C ; )i 定理 1 的条件 2) 与 3) 被满足 . 模型 (2 )有
解 .
证 任取定 a 任 C0 , 考虑任意的 u 任劣 与 m > 1 . 不难看出 。 u( 一 )a 百 C 一 “ , 故 v : ~ a
十 , u( 一 a )百 C , . 所以 ,模型 (2 )满足边界条件 ( L 、 S ;劣 , a) . 据定理 1 , 模型 (2 )有解 . 1
推论 2 设 1) a 任C0 ; C l 是紧的 ; 2) f : C 丫 C ~ Z 连续 , 且 f u( , v) 关于 v 是仿射的 ;
3) F
:
C一 vc ( Z )是个闭映象 , 且对任意的 u 任 C , 恒有 v 任 C : 使得 f u( , v) 任 F (u) ; 4) 模型
f ( u
, u
) 任 F ( u ) ( 1 1 )
满足边界条件 (乙、凡韶 , )a , 即对于任意的 u 任劣 与 。 > 1 , 若 v : = a 十m u( 一 a) 任 C , , 则必
定 f (二 , v )百F ( u ) . 则 ,模型 ( 1 1 )有解 , 即有 u 任 C 门 C : 使 ( 1 1 )成立 .
推论 3 设 i ) C o并必 ; C : e K , ( C ) ; 11) 推论 2 的条件 2 )与 3 )都被满足 . 则 , 模型 ( 1 1 )
有解 .
证 由于 C , 二C , 故仿推论 1 之证可得 , 对于任意的 a 任已 , 模型 ( 1 1 )恒满足边界条件
忆 、 S ;劣 , a ) . 据推论 2 , 模型 ( 1 1 )有解 . 证毕 . 1
推论 4 设 1 ) a 任口 ; C , 还是紧的 ; 口 任 vc ( Z ) ; 2 ) f : C x C : ~ Z 连续 , 且使得 : i ) f
( u
, v
)关于 v 是仿射的 ; )i 对于任意的 u 任 C , 恒有 v e C , 使得 f u( , v) 任口 ; i ) 若 u 任苏 ,
, > 1使 v : = a + m ( u 一 a ) e C , , 则必 f ( u , v ) 百 口 .
则 , 模型 ( 1 )有解 , 即有 。 任 C 门 C : 使得 ( 1 )成立 .
证 构造映象 F : C一 vc (Z )如下 :
F (
u
)
:
= 口 ( u 任 C ) ( 1 2 )
容易看出 , 这时 , 推论 2 的条件都被满足 . 由该推论 , 有 u 任 C 门 C , 使 f u( , 动 任 F (的 =
口 , 即 u 是模型 ( 1) 的一个解 . 证毕 . 1
上面一些结果 , 发展了【3 , 4 , 6 , 7〕等中的一系列有关结果 .
3 微分方程组的周期解
现在 , 应用前面所得的某些理论结果 ,研究微分方程组
z : ( t ) = h
:
( t ; x
:
( t )
,
x : 咬t ) ,
x : ( t ) = h
:
( t ; x
:
( t )
,
x : ( t )
,
.
x
,
( t ) )
,
x
。
( t ) )
( 1 3 )
x
二 气t ) = h 。 ( t ; x ( t ) , 二: ( t ) ,
的周期解问题 .
为书写简便起见 , 我们有时将使用如下的记号 :
,
x
。
( t 夕)
N o
.
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:
= n l a X
1` .福 洲
( u = 生u .
:
= 了n 8 X
1` , ` .
U
, `
}}二
} 任 m 二 )
{x
.
} 任 C , [ 0 , l二)
x {}
。 :
= m
a x }x
,
( r ) {
( x ~
( 2 =
,
2
, … , n )
这里 , 。 二 与 C 二 L。 , 月分别表示 n 维数组空间与 。 维向量值连续函数空间 .
定理 2 设 1 ) l 、 : 、 > 0 ( i二 1 , 2 , … , n ) ; C : = : {东 }任 m , ; }登, }簇 C , , , 二 1 , 2 , … , n 一 ; 2 夕 二 :
C ~ R
一 ;
3) h
,
:
R 试 口一R 连续 (i 二 1 , 2 , … , 动且使得
: ) U S
。 ( u ) C 口 , 这里 S 。 ( u ) : = { u ` 任 二 , ;
( 1 4
11)
这里 , 记
l}
u ` 一 u l} 。 镇 r ( u ) }
h ( t
, 二 ) 11。 簇 r ( u ) / l ( t 任 [ 0 , l ] , w 任 S 。 ( u ) ) .
h ( t
,切 ) : = 王h : ( t , w ) , h : ( t , w ) , … , h 二 ( t , w ) }
则 , 对于任意的 u 任C , 如下的 n 维初值问题在〔o , 门上必有满足 】l x 一 u }l
( 1 5 )
簇 (r u) 的
解 x ( t ) : = 戈x 、 ( t ) } . x ( t ) = h ( t , x ( t ) ) ; x ( 0 ) = u
证 任取 u : ~ 恤 , , u : , … , u 。 }任 C . 记
X
. :
= {x 二 {x ` } 任 C 。〔0 , l〕 ; I! x 一 u
现定义映象 H 。 : X 二一C 。 [O , 门如下
簇 r ( u ) } ( 1 6 )
H
·
( X ) ( : )
: 一于;“ ( ￡ , X ( ` ) ) d ` + · ( X o X 一 : 。 「。 , `〕, ( 1 7 )
其中
丁…、 (￡ , X ( ` ) )己, : 一 {丁;; : ( ` , X ( ` ) , d` ,工h Z (￡ , X ( ` , , ds , … ,工h · (` , X ( ` , , d ` , (` 8,
由于 h : 、 h : 、 … 、 h : 均连续 , 故 h 也连续 . 由 ( 1 7 )且据 A zr el a 一A cs of i 定理可以证明 , H 二
是个全连续映象 . 且因 X 二 有界 , 故又得 H , ( X u) 相对紧 .
还可以证明 , H 。 ( X . ) C X 二 . 事实上 , 对于任意的 x e X , , 由于 }! x 一 u !l :簇 (r u) , 于是
对于任意的 s 任〔o , l习, 恒有 lt x ( : ) 一 u 11。镇 I! x 一 u l} , 簇 r ( u ) , 所以 x ( s ) 任S 。 ( u ) . 于是由
定理的条件 3) 的 )i 得
H
,
( x ) 一 “ 二二 n 飞a X
1“ ` .
n l n X
1“ ` .
{黔 }丁{“ ` (` , X “ , , d` , ,
{丁; , , ` (` , X ( ` ) ) . d ` } 、 工·` `· , “ , ds = r ( u )
即 H , ( x ) 任 X 。 .
据 S hc ua de r 不动点定理 , H , 在 X . 中有不动点 x , 即有
x 任 X . 使 H . ( x ) = x
易见 , x (t )则为所求的解 . 定理证毕.
定理 3 设 )i 定理 2 的条件 1 ) 、 2) 与 3 ) 、均满足 ; i ) r 是上斗连续的 . 即
( 1 9 )
l
l im r ( u
`盛, ) 簇 r ( u ) (在 C 中 u `泛, , u ) ( 2 0 )
111) 如 ( 1 5 )所示的函数 人 ( t , w )满足以下条件 :
)i h (t
,
w )关于 w 是仿射的 , 即
h ( t
. 几田 ` L 十 ( 1 一 六) w ` 2 , ) 二 从 ( t , 切 、 , ’ ) + ( l 一 又) h ( t , 切 ` 乏
( t 任 Lo , l二, 二` , , 、 w ` , , 任 口 )
11) h ( t
, 二 )关于 t 是以 l 为周期的 , 即
( 2 1 〕
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h( t十 l, 勿 ) = h ( t , 勿 ) ( t 任 R , w 任 口 ) ( 2 2 )
i ) 对于任意的 u : 一 {u l 、 u : , … , u 二 {任芜 . 恒有 i ~ i u( )使得对于任意的 t 任 [ o ,门与 w
任 S 。 ( u )有
簇 O (若 u , > 0)
h ` ( t
,
w ) 、 拼 。 (若 u , = 0 ) ( 2 3 )
、
) O (若 u , < 0)
则 , 微分方程组 ( 1 3 )在整个数直线 R 上有一 以 l 为周期的解 { x l ( t ) , x : ( t ) , … , 二
( t ) }
,
证 1o 由于 C 在 m , 中有界闭 , 故紧 ; 又由于 r 上半连续 , 故 r 在 C 上有界 . 于是
r 。 : = s u p { r ( u ) ; u 任 C } < oc ( 2 4 )
现定义集合
C
l :
= { {奋` } 任 二 , ; !李, } ( ` , + r 。 , i = 1 , 2 , … , n } ( 2 5 )
取 X : ~ m 二 、 Z : ~ m 。 只 。 二 . 又定义映象 f : C x c l一 2 2 与 F : C ~ 2 “ 如下
f ( u
, v
)
: 二 { ( u , v ) } ( ( u , v ) 任 C 丫 C l ) ( 2 6 )
F ( u )
:
= { ( u
, v
)
;有 x 满足 ( 1 9 )使得
v = 王x ( l ) } ( u 任 C ) ( 2 7 )
显见 C 与 C : 均为紧集合 , 且 f 是个点紧凸的 u . : . : 映象 , 同时 f ( 二 , v) 还满足 ( 4) .
o2 现考虑 尸. 1) 对于任意的 u 任 C , 由定理 2 及其证明可见 , 有 x 满足 ( 1 9 ) , 记 v : ~
x ( l )
. 则 ( u , v ) 任F ( u ) , 所以 , F ( u ) 祥必 . 现证 F ( u )是凸集 : 考虑任意的 (二 , v ,` ’ ) 、 ( u , v ` 2, )
任 F ( u )与 久任 〔o , z习. 记 v : = 几v ` ” + ( z一 久) v ` 2’ . 取 万 , 在 x 。 中的不动点 x “ ’与 x `“ ,使得 v “ ,
= x “ , ( l ) ( f = 1
,
2 )
, 且记 x : = 七“ ’ + ( 1一又) x ` 2, . 易见 } x 一 u l} :镇 r ( u ) , 且由 ( 1 7 )与 ( 2 1 )
可得 , x 满足 (1 9 ) . 不难看出 v ~ x ( 1) . 所以 u( , v) 任 F ( u) .
2 ) 还可以证明 F 是个闭映象 , 事实上 , 设 C 中有 u “ ,一 u , 又设 y `龙, : = ( u “ , , v “ , ) 任尸
( u “ , )使得 y “ , 一。, : = ( u , v ) . 对于任意的 是, 取 x “ , 满足 ( 1 9 ) (但把其中的 u 换为 u “ , )使得
v “ , = x “ , ( l )
. 显见 , 当记 M : 一 s u p { 1人 ( : , x “ , ( : ) ) !} 。 ; : 任 [ o , z二, 差= i , 2 , 3 , … }时 , 有 M <
二且对于任意的 : > 0 , 只要取 占任 ( 0 , : / ( m + 1 ) ) , 则有
}l x
“ ,
( t ) 一 x `乏, ( t ` ) .1。 < C ( k = 1 , 2 , … , t , t` 任 〔0 , l ] 且 { t 一 t ` t < 占) ( 2 8 )
据 A r z e l a 一A s e o l i 定理 , {x “ ’ }是 e 二 [ o , l ]中的列紧集 , 故含收敛子列 { x “ ` , }使得 x “ ` , `
x 任 C 二〔o , z ] . 由 ( 2 0 )可得 I} x 一 u l! : = Iim Il x ` 一 u “ , 11, 簇 n而二 ( u “ , )簇 r ( u ) . 则 x 任 X 二 ,
且易证 x 是 H 二 的不动点 , 即 x 满足 (1 9) . 同时 , 容易看出 , : , 一 x ( 1) . 故 y 一 u( , v) 任尸 (。 ,
v)
. 所以 , F 是个闭映象 , 这时 , 结合上述证 “ 1 )’ 便得 , F 是个点闭凸映象 .
3) 现证模型 (2 )满足边界条件 ( L 、 S ;韶 , 8) . 事实上 , 若 u 任劣 与 二 > 1 使得 v : = m u
任C : , 则必有 f u( , v) 门 F ( u ) ~ 必 . 其实若不然 , 这时 易见有 u( , m u) 任 F ( u) . 取 x 满足
( 1 9 )使 m u = x ( l ) . 显见 , 对于任意的 t 任 [ 0 , l〕 , 有 !I x ( t )一 u 11。 ( r ( u ) .
由定理的条件 111)的 ( 111) , 有 i 使得 ( 2 3 )对于任意的 t 任 〔0 , l二与 w : = x ( t )都成立 (设
u : ~ u(
, , u : , … , u 。 ) . 现分别讨论以下两种情况 :
i ) 情况 l u `= 0 . 这时 , 由 ( 2 3 )得 , h ` ( t ,二 ) = o , 但 h . 连续 , 故 h ` ( t , w )不变号 , 所以 ,
不妨设 h ` (t , 二 ) > 0 . 故有
。 - m U一、 ( ,卜丁…、 , ( ` , X ( ` ) , d` > 。产生矛盾 .
11) 情况 Z u `井 0. 这时 , 不妨设 u , > 0 . 故据 ( 2 3 )得 h ` ( t , 二 )镇 0 . 所以有
No
.
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Ul <m· ,一 (` ) 一工h ` ( ` , X ( ` ) ) d ` + 一 、 一
仍产生矛盾 .
总结以上得 , 模型 ( 2) 确满足边界条件 ( L 、 S ;劣 , 6) ,
4) 最后 , 注意到 : 对于任意的 u 任 C , 必定有 v 任 C l 使得 f u( , v) 自 F u( ) 井 必 .
由定理 1 . 有 u 任 C n C l 使得 f u( , u) n F ( u) 拼 必 . 不难看出 . u( , u) 任 F ( u) . 现在
取 x 满足 ( 1 9 )使得 u 一 x (l ) , 当然也有 u = x ( 。 ) . 易见 , x (t ) (t 任〔O , 月)是微分方程组
( 1 3 )在〔0 , l二上的一个解 , 这里 x ( t ) : 二 哎x , ( t ) , x : ( t ) , … , x 二 ( t ) } .
o3 用下述方法把上述 x (t )延拓到整个 R 上 :
牙` ( t ) : = x ` ( t` 、 ( t 任 天 , t , 任 〔o , z ) , t = 秃 + t` , 无 = o , 士 1 , 士 2 . … ) .
则 三( t ) : = {牙: ( t ) 、三: ( t ) , 一 , 王二 ( t ) } ( t任尺 )是微分方程组 ( 1 5 )在整个 尺上的一个以 l 为周
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